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Problema 1. Fie A = < a b
c d

pozitiv C astfel incat max{|a,|, |b.|, |cal, |dn|} < C pentru orice numar natural nenul n, unde
e dn )

a) Daci A e marginita ardtati cd A% e marginita.

) € My(Z); spunem ca A e marginita daca exista un numar real

b) Fie A € My(Z) cu det(A) = 0; aritati ca existd A € Z astfel incat A% = AA. Aritati cd daci, in
plus, A e marginita atunci A" = A" pentru orice n > 2.

c) Fie B € My(Z) cu det(B) # 0. Aratati ca B este marginita daca si numai daca exista n € N*

astfel incat B™ = [, (unde I, este matricea identitate).

d) Demonstrati ca, daca D € My(Z) este o matrice marginita, atunci multimea {D"|n € N*} are
cel mult 6 elemente.

Problema 2. Consideram multimile

M ={f:[0,1] = R |f este de doud ori derivabila, f” continua si f'(0) = f'(1) = f(0) =0, f(1) = 1},

1 1

N ={g:[0,1] = R |g continua, /g(x)dx = 0,/xg(m)dx =1}

0 0

a) Fiea,b € R,a#05si go: [0,1] = R, go(x) = ax + b. Determinati a si b astfel incat gy € N.

b) Demonstrati ca pentru orice g € N, functia f : [0,1] = R, f(x) = / (t — x)g(t)dt, apartine
0
lui M.

c) Fie f € M si k > 0 astfel incat |f”(z)| < k pentru orice z € [0,1]. Aratati ca pentru orice
z € [0,1] avem |f'(z)| < kmin{x,1 — x} si apoi, utilizand eventual aceasta inegalitate, demonstrati
ca |f(z)] < 4.

d) Demonstrati ca pentru orice f € M gi g € N exista xg,yo € [0,1] astfel incat |f"(zo)| > 4 si
9(yo)| = 4.

Subiectele continua si pe verso!



Problema 3. In interiorul triunghiului ABC se alege la intamplare punctul D. Paralelele duse prin
D la BC, C'A, respectiv AB intersecteaza laturile triunghiului in punctele P gi S, N si R, respectiv
M si Q (unde M, N € BC; P,Q € AC; R,S € AB).

Demonstrati ca:

a) suma perimetrelor triunghiurilor DM N, DPQ si DRS este egala cu perimetrul triunghiului ABC

b) daca D este centrul de greutate al triunghiului ABC atunci el este centru de greutate si al tri-
unghiului M PR;

c¢) daca triunghiurile M PR i SN(@Q au acelasi centru de greutate, atunci acesta coincide cu D;

d) suma ariilor triunghiurilor DM N, DPQ si DRS este cel putin o treime din aria triunghiului ABC,
iar aria triunghiului M PR este cel mult egala cu o treime din aria triunghiului ABC.

Toate subiectele sunt obligatorii. Timp de lucru 3 ore.



